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高维度数据是现代机器学习的一个重要特点，而人脑无法直观地对超
过三维的东西进行 visualize（至少我自己做不到）一直是我觉得作为一
个人类最痛苦的事情之一，如果什么时候有机会做一回超人或者宇宙人
什么的，能够选择技能树的话，我大概会优先选择这一项吧。正因为如
此在高维空间中的许多现象看起来非常 “反直觉”。比如今天我们要讲的
结论是：高维空间的单位球（半径为 1的球）的体积随着维度的增大趋
向于 0。我跟一个朋友提起这件事情的时候她说这是她在听说了 “奇数和
整数一样多”这件事以来让她最为震惊的事情。

首先，本文的主要内容来自于Avrim Blum、John Hopcroft和 Ravindran
Kannan的一本叫做《Foundations of Data Science》的书里的第二章。这
本书还没有出版，在作者主页上可以下载到 draft。

我们都知道一维的单位球（是一个线段）的 “体积”（也就是长度）为
2，二维情况下的 “体积” 也就是（面积）为 π ≈ 3.14，三维的体积是
4π/3 ≈ 4.19。看起来似乎是在单调递增。但是只看三个 case要总结出
规律其实比较勉强，这也是为什么只能 visualize到三维为止是一个局限
性非常大的技能，因为基本上总结不出在高维里应该 “长什么样”的直观
规律来。

不过要讲 intuition的话，其实还是有的。虽然几何课上没有学过高维
球体的 “体积”的公式，但是我们知道立方体的体积永远都是所有的边相
乘。所以 n维的 unit cube的体积永远都是 1，然后我们可以将 unit ball
和 unit cube相比较，就能得到一些信息。
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Figure 2.3: Illustration of the relationship between the sphere and the cube in 2, 4, and
d-dimensions.

2-dimensional version of generating points on the circumference of a unit-radius circle,
independently generate each coordinate uniformly at random from the interval [�1, 1].
This produces points distributed over a square that is large enough to completely contain
the unit circle. Project each point onto the unit circle. The distribution is not uniform
since more points fall on a line from the origin to a vertex of the square than fall on a line
from the origin to the midpoint of an edge of the square due to the di↵erence in length.
To solve this problem, discard all points outside the unit circle and project the remaining
points onto the circle.

In higher dimensions, this method does not work since the fraction of points that fall
inside the ball drops to zero and all of the points would be thrown away. The solution is to
generate a point each of whose coordinates is an independent Gaussian variable. Generate
x1, x2, . . . , xd, using a zero mean, unit variance Gaussian, namely, 1p
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real line.1 Thus the probability density of x is
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and is spherically symmetric. Normalizing the vector x = (x1, x2, . . . , xd) to a unit vector,
namely x

|x| , gives a distribution that is uniform over the surface of the sphere. Note that
once the vector is normalized, its coordinates are no longer statistically independent.

To generate a point y uniformly over the ball (surface and interior), scale the point
x

|x| generated on the surface by a scalar ⇢ 2 [0, 1]. What is the distribution of ⇢ as a
function of r? It is certainly not uniform, even in 2 dimensions. Indeed, the density of
⇢ at r is proportional to r for d = 2. For d = 3, it is proportional to r2. By similar

1One might naturally ask: “how do you generate a random number from a 1-dimensional Gaussian?”
To generate a number from any distribution given its cumulative distribution function P, first select a
uniform random number u 2 [0, 1] and then choose x = P

�1(u). This generates a number between x and

x+� with probability P (x+�)�P (x) =
R
x+�

x

p(z)dz as desired. For the 2-dimensional Gaussian, one can

generate a point in polar coordinates by choosing angle ✓ uniform in [0, 2⇡] and radius r =
p�2 ln(u)

where u is uniform random in [0, 1]. This is called the Box-Muller transform.
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这里我直接盗取了书中的插图 2.3：如上图最左边所示，我们可以将
一个单位正方形和一个单位圆同时置于原点。从原点到圆上所有点的距
离都是 1，而从圆到正方形的最短距离是到边的中点的距离，为 1/2，而
最远的距离为到两边交点的距离，为

√
2/2。中间一个图是 4维的情况，

虽然在网上见过各种各样的 4维立方体的 visualization，但是我还是对它
长什么样并没有一个什么具体的概念。好在这里我们的目的只是比较两
个东西的体积大小，而有几样东西我们是知道的：

• 原点到球面上任意一点的距离仍然是 1，和维度无关。
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• 原点到 cube的 “面”的距离仍然是 1/2，因为 cube的边长被固定为 1，
而这是边长的一半。

• 原点到 cube的 “顶点”的距离可以根据勾股定理算出来，比如 4维的
情况就是

√
4(1/2)2 = 1。

可以看到虽然 2维的时候 unit cube还完全包含在 unit ball内部（因
此 unit ball 的体积大于 1），但是到 4 维的时候 unit cube 的顶点已经
接触到 unit ball 的外壳。推广到 d 维的时候，顶点到原点的距离变成√

d(1/2)2 =
√

d/2，当 d变大的时候这个长度可以变得很大，最终效
果就如上面图中最右边所示。此外，虽然图中只画了 4个顶点，但是实
际上 d 维 cube的顶点数目是 2d 个，最终结果就是 unit cube的大部分
volume集中在顶点的地方，而内部的部分的比例越来越小。相比较起来
单位球的体积也就越来越小。如果你觉得这个 intuition还不够直观，可
以通过积分来具体地计算 d维球体的体积。在极坐标下单位球的体积可
以写成

V(d) =
∫

Sd

∫ 1

r=0
rd−1 dr dΩ =

∫
sd

dΩ
∫ 1

r=0
rd−1 dr =

1
d

∫
sd

dΩ =
A(d)

d

其中 A(d)是 d维单位球面的表面积，而 A(d)的计算可以通过一个
迂回的办法来实现。考虑如下的积分

I(d) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
exp

(
−(x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

d)
)

dxd · · · dx2 dx1

这个积分很好计算，将 exp 中的变量分开，我们可以分别对每个
x1, . . . , xd求积分，其中每个独立的积分可以直接通过一元正态分布的概
率密度公式得到：

I(d) =
(∫ ∞

∞
exp(−x2) dx

)d
= (

√
π)d = πd/2

而另一方面，我们也可以通过极坐标来计算 I(d)，如下：

I(d) =
∫

Sd
dΩ

∫ ∞

0
exp(−r2)rd−1 dr = A(d)

∫ ∞

0
exp(−r2)rd−1 dr

而剩下部分的积分通过一步变量代换，可以发现和 Gamma函数的定
义匹配起来：

∫ ∞

0
exp(−r2)rd−1 dr =

1
2

∫ ∞

0
e−ttd/2−1 dt =

1
2

Γ (d/2)
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结合两种不同的计算 I(d)的方法，可以得到 d维单位球的表面积公
式，以及体积公式为：

A(d) =
2πd/2

Γ(d/2)
, V(d) =

2
d

πd/2

Γ(d/2)

现在我们可以很清楚地看到，球体的体积公式中，分子是指数级增长，
而分母的 Γ函数是更加可怕的阶层级别的增长，随着 d → ∞，V(d) → 0。

到了这里，即便是超级 counter intuitive，也还是只能接受了。然而
“问题”到底出在哪里呢？仔细想一想，好像 “体积”的概念最初在提出来
的时候并没有考虑到非常高维度的情况，也没有考虑会将不同维度下的
“体积”用来相互比较。一个 cube的体积是所有边长相乘，似乎总是会
出现指数增长或者指数 decay这样的不太好的情况，如果我们 normalize
一下会怎样呢？比如我们定义一个新的体积，在 d维的情况下计算原来
体积的基础上再开 d次方根：

Ṽ(d) = (V(d))1/d =

(
2
d

)1/d √
π

(Γ(d/2))1/d

例如一个 Gamma函数的 lower bound：Γ(d/2) ≥ (d/(2e))d/2，我们
得到：

Ṽ(d) ≤
(

2
d

)1/d √2eπ

d

其中随着 d趋向于无穷大，第一项趋向于 1，然而第二项还是会趋向
于零。所以看来我们的 normalization的补救并不能阻止高维 unit ball的
体积趋向于零。


